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I. Deskriptive Statistik 
 
1. Grundbegriffe der Datenerhebung 
 
Die wichtigsten Grundbegriffe der beschreibenden Statistik sollen anhand der folgenden 
Beispiele erläutert werden: 
 
Begriff Beispiele 

Grundgesamtheit Bevölkerung von D Ratten Motoren 

Merkmalsträger Ein Einwohner Eine Ratte Ein einzelner Motor 

Merkmal Augenfarbe Größe Name Gewicht Geschlecht Verbrauch Lebensdauer

Merkmalsausprägung blau 1,7 m Max 1,2 kg weiblich 6,5l 120.000 km 

 
Statistische Mess-Skalen: 
 
Nominalskala: 
Die Merkmalsausprägungen sind Namen oder Bezeichnungen, die nur nach dem Kriterium 
„gleich oder verschieden“ geordnet werden können. Man spricht hier auch von qualitativen 
Merkmalen. (Beispiel: Augenfarbe, Geschlecht). 
 
Ordinalskala oder Rangskala: 
Die Merkmalsausprägungen bringen zusätzlich eine Rangfolge zum Ausdruck. (Beispiel 
Platzierung im Sport, Hotel- Güteklassen) 
 
Kardinalskala oder metrische Skala: 
Zusätzlich zu den Eigenschaften der vorherigen Skalen ist es sinnvoll, Differenzen und 
Verhältnisse der Merkmalsausprägungen zu berechnen. Man spricht hier von quantitativen 
Merkmalen. (Beispiel: Körpergröße, Gewicht) 
 
Quantitative Merkmale nennt man diskret, wenn die Ausprägungen nur isolierte Zahlenwerte 
annehmen können (Beispiel: Kinderzahl), und stetig, wenn die Ausprägungen alle Zahlen auf 
einem bestimmten Intervall annehmen können (Beispiel: Körpergröße). 
 
Verschiedene Typen statistischer Erhebungen: 
 

a) Vollerhebung oder Totalerhebung: z.B. Volkszählung 
Teilerhebung: z.B. Wahlumfragen 

b) Primärerhebung: Es wird Datenmaterial eigens für die geplante Untersuchung 
erhoben. 
Sekundärerhebung: Es wird auf bereits vorhandenes (möglicherweise für andere 
Zwecke gesammeltes) Datenmaterial zurückgegriffen (z.B. Lohnsteuerkarten für 
die Untersuchung von Einkommensverteilung) 

c) Befragung: z.B. durch Fragebögen 
d) Beobachtung: z.B. Verkehrszählung 
e) Experiment:: z.B. Betrieb von Motoren, Untersuchung von neuen Medikamenten. 
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2. Darstellung von eindimensionalem Datenmaterial 
 
Definition: 
Ein Merkmal X werde an n Merkmalsträgern einer Grundgesamtheit beobachtet 

(1) Das n-Tupel (  der beobachteten Merkmalsausprägungen nennt man eine 
Urliste oder Erhebungsliste oder Realisation einer Stichprobe vom Umfang n. 

1 nx ,...,x )

(2) Für jede mögliche Merkmalsausprägung a bezeichnet h(a) die Anzahl der 
Merkmalswerte xk der Urliste, di gleich a sind. Man nennt h(a) die (absolute) 
Häufigkeit von a in der Stichprobe .  1 n(x ,...,x )

(3) Der Anteilswert 1a) h(a)
n

=

n,...,x )

f(  heißt relative Häufigkeit von a in der  

Stichprobe ( . 1x
Folgerung: 
Sind  die verschiedenen in der Stichprobe (  vorkommenden Merkmalswerte, 
so gelten die Beziehungen 

1 ra ,...,a 1 nx ,...,x )

 

  
1 1

1
r r

k k
k k

h(a ) n und f(a )
= =

= =∑ ∑
 
Beispiel: 
Für die Augenfarben-Stichprobe (blau, braun, braun, grau, grau, braun) gilt: 
 
h(blau) = 1, h(braun)=3, h(grau)=2, h(grün)=0 
f(blau) = 1/6, h(braun)=3/6, h(grau)=2/6, h(grün)=0 
 
Eine Darstellung der erhobenen Daten erfolgt üblicherweise durch: 

• Eine Häufigkeitstabelle 
• Ein Kreissektorendiagramm 
• Ein Stabdiagramm 
• Ein Histogramm 

 
Definition: 
Gegeben sei eine Stichprobe (  eines quantitativen Merkmals X. die Zahlen  
seien die dabei auftretenden Merkmalswerte. Dann bezeichnet man als 

1 nx ,...,x ) 1 ra ,...,a

 
(4) absolute kumulierte Häufigkeitsverteilung der Stichprobe die Funktion 

 
k

n

k
a x

H(x) h(a )
≤

= ∑
(5) relative kumulierte Häufigkeitsverteilung oder empirische 

Verteilungsfunktion der Stichprobe die Funktion 

 
k

n

k
a x

F(x) f(a )
≤

= ∑
Folgerung: 
Die Funktionen H(X) und F(x) sind für jede Zahl x definiert, und es gilt stets die Beziehung: 

1F(x) H(x)
n

=  
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3. Lageparameter 
 
Definition: 
Gegeben sei eine Stichprobe (  eines Merkmals X. Die verschiedenen 
Merkmalswerte der Stichprobe seine mit (  bezeichnet. 

1 nx ,...,x )

1 ra ,...,a )
(1) Diejenigen ak, welche größte Häufigkeit aufweisen, werden als Modalwerte der 

Stichprobe bezeichnet. Gibt es für die Stichprobe nur einen Modalwert, dann wird 
er  mit xMod bezeichnet und auch häufigster Wert oder Modus genannt. 

Ist X ein quantitatives Merkmal, dann definiert man 

(2) den Median oder Zentralwert der Stichprobe folgendermaßen: Man ordne die 
Stichprobe, so dass  
    
wird. Ist n eine ungerade Zahl, dann setzt man 

   

1 2 nx x ... x≤ ≤ ≤

1

2
n

Med
xx +=  

Ist n eine gerade Zahl, dann setzt man 

   
1

2 2
nx x1

2Med nx ( )
+

= +  

also die Mitte der beiden Beobachtungspunkte 
 

(3) das arithmetische Mittel oder den Durchschnittswert oder Mittelwert der 
Stichprobe als die Zahl 

    
1

1 n

k
k

x x
n =

= ∑  

(4) für den Fall, dass kein xk negativ ist, das geometrische Mittel der Stichprobe als die 
Zahl 
    1 2

n
Geom nx x x ... x= ⋅ ⋅ ⋅  

 
Eigenschaften: 
1. Natürlich gilt auch 

    
1 1

1r r

k k k k
k k

x a f(a ) a h(a
n= =

= =∑ ∑ )  

und mit dieser Formel lässt sich der Mittelwert meistens schneller berechnen als mit 
der Definition 

 
2. Transformiert man die Beobachtungsdaten xi gemäß  

    yi = a+ b xi 
linear, so transformieren sich die jeweiligen arithmetischen Mittel wie folgt 
   y a b x= +  
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4. Streuungsparameter 
 
Definition: 
Gegeben sei eine Stichprobe (  eines quantitativen Merkmals X.  1 nx ,...,x )
Merkmalswerte der Stichprobe seine mit (  bezeichnet. 1 ra ,...,a )

(1) Die Spannweite der Stichprobe 
   

ist die Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Beobachtungswert 
11 k kk ,...,nk ,...,n

SP max x min x
==

= −

(2) Die durchschnittliche Abweichung vom Median ist die Zahl 

  
1

1 n

k Me
k

s x x
n =

= −∑ d  

also das arithmetische Mittel der Abstände aller Beobachtungswerte vom Median 

(3) Die mittlere quadratische Abweichung oder Varianz der Stichprobe ist die Zahl 

  ( )
2

2

1

1 n

k
k

s x
n =

= −∑ x  

also das arithmetische Mittel der quadrierten Abstände aller Beobachtungswerte 
vom Mittelwert 

(4) Die Standardabweichung  
  2s s=  
ist die nicht-negative Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung. 

(5) Für positives x  heißt der Quotient aus Standardabweichung und arithmetischem 
Mittel 

  sV
x

=  

der Variationskoeffizient der Stichprobe. 

Eigenschaften: 
1. Natürlich gilt wieder 

  
1 1

1 r r

k Med k k Med k
k k

s a x h(a ) a x f(a )
n = =

= − = −∑ ∑  

und  

  ( ) ( )2 22

1 1

1 r r

k k k
k k

s a x h(a ) a x f(a )
n = =

= − = −∑ ∑ k

2
x

 

2. Transformiert man die Beobachtungsdaten xk gemäß  
   yk = a+ b xk 
linear, so gilt für die zugehörige mittlere quadratische Abweichung s , : 

  s b und auch 

2 2
x ys

2 2
y s= y xs b s=  

3. Es gilt das „Verschiebungsgesetz“  

   
2 2

2 2 2

1 1

1 1n r

k k k
k k

s x x a h(a )
n n= =

= − = −∑ ∑ x  
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4. Die drei Streuungsparameter SP, x  und s besitzen dieselbe Dimension (die der 
Beobachtungswerte) und es gilt stets  
   s s SP≤ ≤  

5. In der Praxis stellt man bei vielen Stichproben quantitative Merkmale fest:  
 Im Intervall x s;x s − +  liegen etwa 68% aller Beobachtungswerte  

  Im Intervall

kx

2x s;x − + 2s liegen etwa 95% aller Beobachtungswerte  

  Im Intervall

kx

3x s;x − + 3s

j

liegen praktisch alle Beobachtungswerte  kx

 
5. Mehrdimensionale Stichprobe 
 
Definition: 
Gegeben sei eine Stichprobe um Umfang n 

des Merkmals X:   1 nx ,...,x

Und eine Stichprobe vom gleichen Umfang 

des Merkmals y:   1 ny ,...,y

(1) Man nennt die Liste von Merkmalswertpaaren 
 

eine zweidimensionale Stichprobe. 
1 1 n n(x ,y ),...,(x ,y )

Es sei a  eine Liste der verschiedenen unter  auftretenden Merkmalswerten und 
 eine Liste der verschiedenen unter den  auftretenden Merkmalswerten. 

1 r,...,a

sb
ix

i1b ,..., y

(2) Für jedes Paar von möglichen Merkmalsausprägungen  bezeichne h(  
die Anzahl der Paare (x, y) mit 

i j(a ,b ) i ja ,b )

ix a undy b= =

i jb )
. Man nennt  die 

(absolute) Häufigkeit von (a  in der zweidimensionalen Stichprobe. 
i jh(a ,b )

,

(3) Der Anteilswert 

   1
i j i jf(a ,b ) h(a ,b )

n
=  

heißt die relative Häufigkeit von (a  in der zweidimensionalen Stichprobe. i j,b )

(4) Die Werte 

    

nennt man Randhäufigkeiten. 
1 1

s r

X i i j Y j i j
j i

h (a ) h(a ,b ) bzw. h (b ) h(a ,b )
= =

= =∑ ∑

(5) Die Werte 

   i j i j
X i j Y j i

Y j X i

h(a ,b ) h(a ,b )
f (a b ) bzw. f (b a )

h (b ) h (a )
= =  

heißen bedingte relative Häufigkeiten. 
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(6) Die bedingten relativen Häufigkeiten 
  1 2X j X j X rf (a b ),f (a b ),...,f (a b )j  
definieren die bedingte Verteilung des Merkmals X unter der gegebenen 
Ausprägung jb  des Merkmals Y. Entsprechend definieren die bedingten 
Häufigkeiten 
  1 2y i Y i Y sf (b a ),f (b a ),...,f (b a )i  
die bedingte Verteilung des Merkmals Y unter der gegebenen Ausprägung  des 
Merkmals X. 

ia

 

6. Kovarianz, Korrelation, Regression 
 
Definition: 
Gegeben sei eine zweidimensionale Stichprobe (  zweier quantitativer 

Merkmale X und Y mit den arithmetischen Mitteln 
1 1 n nx ,y ),...,(x ,y )

x bzw. y und den Standardabweichungen 
 X Ys bzw.s

(1) Die Zahl 

  ( )( )
1 1

1 1n n

k k k k
k k

Cov(X,Y) x x y y (x y ) x y
n n= =

= − − = −∑ ∑ . 

heißt Kovarianz der Stichprobe. 

(2) Man nennt die Zahl 

  
X Y

Cov(X,Y)r
s s

= . 

- falls definiert - den Korrelationskoeffizienten der Stichprobe. 

(3) Sind 

  2
X

Cov(X,Y)a und b
s

= = y a x− . 

definiert, so heißt die Gerade mit der Gleichung y a x b= +  die Regressions- oder 
Ausgleichsgerade der Stichprobe. 
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II. Induktive Statistik - Wahrscheinlichkeitsrechnung 
 
1. Kombinatorische Probleme 
 
Viele Glücksspiele bestehen darin, unter N möglichen „gleichwahrscheinlichen“ 
Spielausgängen den Richtigen zu erraten. Beispielsweise: 
 

(i) Würfeln (N=6) 
(ii) Münzwurf (N=2) 

 
Die Gewinnchance hängt also von der Gesamtzahl N aller Möglichkeiten ab. Zur Berechnung 
von N kann in etwas komplizierteren Fällen das folgende Modell angewandt werden: 
 
Das Urnenmodell 
 
Aus einer Urne werden n Kugeln, welche von 1 bis n durchnummeriert sind, wird genau k 
mal eine Kugel gezogen. Nach jedem Zug wird die Nummer der entnommenen Kugel notiert. 
 
Frage: Wie viele Möglichkeiten dies zu tun gibt es? 
 
Fallunterscheidung: 
 
1. mit Zurücklegen: Jede gezogene Kugel wird nach Notieren ihrer Nummer in die Urne  
   zurückgelegt, kann also mehrfach gezogen werden. 
 
2. ohne Zurücklegen: Jede gezogene Kugel wird nach Notieren ihrer Nummer nicht mehr 

in die Urne zurückgelegt, kann also nur einmal gezogen werden. 
 
A. mit Anordnung: Die Kugeln werden entsprechend der zeitlichen Reihenfolge ihrer  
   Ziehung angeordnet 
 
A. ohne Anordnung: Die zeitlichen Reihenfolge der Ziehung der Kugeln spielt keine Rolle. 
 
Die sich ergebende Anzahl entnimmt man der folgenden Tabelle 
 
Anzahl der Möglichkeiten 
beim Urnenmodell; Ziehung 

1. mit 
Zurücklegen 

2. ohne 
Zurücklegen 

A) mit Anordnung kn  
n!

(n k)!−
 

B) ohne Anordnung 
1n k

k
+ − 

 
 

 
n
k

 
 
 

 

 

Beispiel: Anzahl der Möglichkeiten beim Lotto (6 aus 49): 
49 49 13 983 816
6 43 6

!
! !

 
= = = 

 
N .  .



Statistik – Prof. Dr. Frank Andreas Schittenhelm 8 

2. Wahrscheinlichkeitsräume 
 
Im folgenden bezeichne Ω stets eine nicht-leere Menge, etwa die „Ergebnismenge“ eines 
Experiments mit zufälligem Ausgang. Z.B. 
 

(i) Würfeln:  Ω = {1,2,3,4,5,6} 
(ii) Münzwurf: :  Ω = {K, W} – K Kopf, W Wappen 

 
Es werden folgende Bezeichnungen für Teilmengen A, B, … von Ω verwendet. 

(1) A � B = {x│x  A und x  B} 
(2) A � B = {x│x  A oder x  B} 
(3) A � B   bedeutet, dass jedes x  A auch in B enthalten ist. 
(4) Ist A � B, so definiert man B � A = {x│x  B und x � A} 
(5) Ø und { } bezeichnen die leere Menge. 
(6) AC = Ω � A nennt man das Komplement oder Gegenteil von A. 
(7) Man nennt Teilmengen A1, A2, A3, .. von Ω paarweise disjunkt, wenn für i � k 

stets Ai � Ak = Ø ist. 
(8) │A│ bezeichne die Anzahl der Elemente von A. 

 
Definition: 
Gegeben sei eine nicht-leere Menge Ω und gewisse Teilmengen von Ω, die man Ergebnisse 
nennt. Eine Vorschrift P, welche einem Ereignis A eine Zahl P(A) zuordnet, nennt man 
Wahrscheinlichkeitsmaß, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind. 

(1) P(Ω) = 1und für jedes Ereignis A gilt: 0�P(A) �1 
(2) Sind A1, A2, A3, .. endlich abzählbar viele paarweise disjunkte Ereignisse, so gilt: 

  P(A1 �  A2 �  A3 �….) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + … 
Man nennt das Paar (Ω, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum. 

 
Definition: 
In einem Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) nennt man 

(i) Ø  das unmögliche Ereignis. 
(ii) Ω das sichere Ereignis oder die Ereignismenge oder den Stichprobenraum. 
(iii) Jedes Ereignis der Gestalt {ω} (ωΩ) ein Elementarereignis. 

 
Definition: 
Ein Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) heißt diskret, wenn endlich oder abzählbar ist und jede 
einelementige Teilmenge {ω} von Ω eine Ereignis ist. 
 
Satz : 
In jedem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) gilt für jedes Ereignis: 
 
  

A
P(A) P({ })

ω∈

= ω∑
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Satz : 
Besitzt der Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) N gleichwahrscheinliche Elementarereignisse, so 
gilt: 

(i) 1P({ })
N

ω =  für jedes ω   Ω 

(ii) Für jedes Ereignis A ist: 
A

P(A) =
Ω

 

 
3. Regeln für Wahrscheinlichkeiten 
 
In jedem Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) mit Ereignisse A, B, . A1, A2, A3, … gelten 
folgende Regeln: 
 

(1) P(Ø) = 0 und P(Ω) = 1 
(2) Aus A � B 

  P(A) � P(B) und P(B � A) = P(B) – P(A) 
(3) P(AC) = 1 – P(A) 
(4) P(A � B) = P(A) + P(B) – P(A � B) 
(5) P(A1 �  A2 �  A3 �….) = P (A1) + P(A1

C � A2) + P(A1
C � A2

C � A3) + ... 
 
 
4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten 
 
Definition: 
Sind A, H Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) mit P(H) > 0, so nennt man die 
Zahl 

  P(A H)A H)
P(H)

∩
=P(  

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung oder Hypothese H. 
 
Satz : 
Gegeben seien endlich viele Ereignisse H1, …, Hn eines Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P). Die 
Ereignisse H1, …, Hn-1 mögen positive Wahrscheinlichkeiten besitzen. Dann gilt: 
 
 1 1 2 1 3 1 2 1n nP(H ... H ) P(H ) P(H H ) P(H H H ) ... P(H H ... H )−∩ ∩ = ⋅ ⋅ ∩ ⋅ ⋅ ∩ ∩ 1n  
 
Satz : 
Gegeben seien endlich (oder abzählbar) viele Ereignisse A, H1, H2, … eines 
Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) mit P(Hk)>0. Die Ereignisse Hk seien paarweise disjunkt. 
Ihre Vereinigung sei gleich Ω. Dann gilt: 
 

(1) (Satz für die totale Wahrscheinlichkeit) 
  

1
k k

k
P(A) P(H ) P(A H )

≥

= ⋅∑  
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(2) (Bayes’sche Formel) 

  

1

n nn n
n

k k
k

P(H ) P(A H ) P(H ) P(A H )
P(H A)

P(H ) P(A H ) P(A)
≥

⋅ ⋅
= =

⋅∑
 

für jedes Hn, falls P(A) > 0 
 
Definition: 
Zwei Ereignisse A, B eines Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω, P) heißen unabhängig, wenn gilt:. 

P(A B) P(A) P(B)∩ = ⋅  
 
Definition: 
Man nennt eine Menge von Ereignisse unabhängig, wenn für jeweils endlich viele dieser 
Ereignisse etwa A1, …, Ar-, stets gilt: P 1 1r r(A ... A ) P(A ) ... P(A )∩ ∩ = ⋅ ⋅  

 
 
 
5. Zufallsvariable, Verteilungsfunktion 
 
Definition: 
Es sei (Ω, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum  

(1) Eine Vorschrift X, welche jedem ω  Ω eine reelle Zahl X(ω) zuordnet (die 
Realisation von X an der Stelle ω), nennt man eine Zufallsvariable, wenn für 
jedes x  Ρ die Menge {ω   Ω  │ X(ω)  � x} ein Ereignis ist. 

(2) Ist X eine Zufallsvariable, so nennt man die durch  
  X XF (x) P({ X( ) x}) kurz : F (x) P(X x)= ω∈ Ω ω ≤ = ≤  
für alle reellen Zahlen x definierte Funktion FX(x) die Verteilungsfunktion von X.  

 
Eigenschaften von Verteilungsfunktionen: 
 

(1)  X XF (x) F (y) für x y≤ ≤
(2)  

 

0 0X Xx
F ( ) ;d.h. lim F (x)

→−∞
−∞ = =

1 1X Xx
F ( ) ;d.h. lim F (x)

→+∞
+∞ = =

(3) FX(x) ist in jedem Punkt rechtsseitig stetig. 
 
 
6. Diskrete Zufallsvariable 
 
Definition: 
Eine Zufallsvariable X heißt diskret, wenn sie nur endlich oder abzählbar viele Werte 
annimmt. Ist X eine diskrete Zufallsvariable, so nennt man die durch   
 
  X Xf (x) P({ X( ) x}) kurz : f (x) P(X x)= ω∈ Ω ω = = =  
 
Definierte Funktion die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X. 
 
 
Folgerung: 
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Ist {x0, x1, x2, ..} der Wertebereich von X, so ist für jede Reelle Zahl x 
   

k

X X
x x

F (x) f (x )
≤

= ∑ k

 
 
7. Stetige Zufallsvariable 
 
Definition: 
Eine Zufallsvariable X heißt stetig, wenn es eine Funktion [ )0f : ,→ ∞  gibt, so dass die 
Verteilungsfunktion FX(x)  für jedes x  Ρ  die Darstellung  
 

    
x

X XF (x) f (t)dt
−∞

= ∫
 
besitzt. Die Funktion fX(x) nennt man Dichte von X bzw. von FX(x)  
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte fX(x) Werte zwischen 

zwei Zahlen a und b mit  annimmt, ist stets gleich dem Integral ∫ . 

Dabei ist es unerheblich, ob die Grenzen a, b mitberücksichtigt werden oder nicht, d.h. es gilt: 

a b−∞ ≤ ≤ ≤ +∞
b

X
a

f (x)dx

b

X
a

P(a X b) P(a X b) P(a X b) P(a X b) f (x)dx< < = ≤ < = < ≤ = ≤ ≤ = ∫  

Die Wahrscheinlichkeit wird durch die Fläche repräsentiert, die oberhalb des Intervalls [a;b] 
zwischen x-Achse und Dichtefunktion liegt. 
 
 
8. Parameter von Verteilung 
 
In Analogie zu den Lage- und Streuungsparametern in der deskriptiven Statistik gilt die 
folgende 
 
Definition: 
Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Wertebereich {x1, x2, x3, ..} bzw. ist X eine stetig 
Zufallsvariable mit der Dichte fX(x), dann heißt 
 

(1) Die Zahl 

    

der Erwartungswert von X bzw. FX(x)   

1
k X k

k

X

X

x f (x )

E(X) bzw.

x f (x)dx

≥

+∞

−∞



= µ = 




∑

∫
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(2) Die Zahl 

    

die Varianz von X bzw. FX(x)   

2

1

2

k X X k
k

X X

(x ) f (x )

Var(X) bzw.

(x ) f (x)dx

≥

+∞

−∞


− µ

= 

 − µ


∑

∫

 
(3) Die Zahl 

   X Var(X)σ =  
die Standardabweichung von X bzw. FX(x)   

 
Bemerkungen: 

(i) Es gilt das Verschiebegesetz  
   

bzw. 

   

2 2

1
k X k X

k
Var(X) x f (x )

≥

= −∑

2 2
X XVar(X) x f (x)dx

+∞

−∞

= −∫

µ

µ

ω

2

(ii) Ist der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, P) endlich oder 
abzählbar, dann kann man E(X) oder Var(X) auch folgendermaßen berechnen: 
a.  E(X) X( ) P({ })

ω∈Ω

= ω ⋅∑
b.  2 2Var(X) (X( ) E(X)) P({ }) X( ) P({ }) E(X)

ω∈Ω ω∈Ω

= ω − ⋅ ω = ω ⋅ ω −∑ ∑
c. Wenn der Wertebereich der Zufallsvariablen X unendlich ist, so sind E(X) 

und Var(X) laut Definition der Wert einer unendlichen Reihe bzw. eines 
uneigentlichen Integrals. Eine solche Reihe bzw. ein solche Integral kann 
auch divergent sein, d.h. E(X) bzw. Var(X) können undefiniert sein. 

 
 
9. Der zentrale Grenzwertsatz 
 
Für kleine n und bestimmte Werte von p ist die Binomialverteilung tabelliert. Sind p,q >0 und 
es gilt p + q = 1 sowie x reell, dann gilt für große n der Satz.  
 
Satz (Zentraler Grenzwertsatz) 
 

   0 1n,p ,
x npx) N

npq

 −
≈   

 
B (  

 
wobei N0,1 die tabellierte Standardnormalverteilung darstellt. 
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III. Schließende Statistik 
 
Die zentrale Frage der schließenden Statistik besteht darin, Aussagen aufgrund einer 
Stichprobe für die Grundgesamtheit zu treffen. 
 
1. Schätzung von Parametern 
 
Das Problem, einen unbekannten Parameter einer Stichprobe zu schätzen wird 
folgendermaßen definiert: 
 
Definition: 
Eine Stichprobenfunktion, deren Realisierung (Schätzer)  als Näherung eines Parameters γ 
einer Stichprobe angesehen werden kann, heißt Punktschätzung von γ. 

γ̂

 
Definition: 
Eine Schätzung heißt erwartungstreu, wenn ihr Erwartungswert gleich dem zu schätzenden 
Parameter ist. Es gilt E(  ˆ)γ = γ
 
Definition: 
Eine Schätzung  heißt effizient (wirksam), wenn für zwei erwartungstreue Schätzer  und 

 für γ gilt t .  
1γ̂

Var(
1γ̂

2γ̂ 1 2ˆ ˆ) Var( )γ < γ
 
Definition: 
Ein Schätzer  heißt konsistent, wenn er für sehr große Stichproben gegen den wahren Wert 
der Grundgesamtheit konvergiert. 
 
2. Methoden zur Gewinnung von Schätzungen 
 
Definition: 
Für Parameter, die sich aus den Momenten zusammensetzten, gewinnt man Schätzungen, 
indem man die Momente durch die empirischen Momente ersetzt. Diese Methode heißt 
Momentenmethode. Als empirisches k-tes Moment bezeichnet man die Stichprobenfunktion 

1

1 n
k
i

i
X

n =
∑ . Als empirisches zentrales Moment der Ordnung k bezeichnet man die 

Stichprobenfunktion ( )
1

1
1

kn

i
i

X X
n =

−
− ∑  

 
Eine Punktschätzung liefert aus der vorgelegten Stichprobe einen Schätzwert des betreffenden 
Parameters. Zur Genauigkeit und Sicherheit der Schätzung liefern Konfidenzschätzungen 
Ergebnisse. 
 
Definition: 
Sei eine mathematische Stichprobe (X1, … Xn) aus einer Grundgesamtheit gegeben, wobei 
der Parameter γ der Stichprobe geschätzt werden soll. Ferner seien Schätzer  und  zwei 
Schätzer derart, dass bei beliebigem γ  gilt P( . 

1γ̂ 2γ̂

1 2 1ˆ ˆ )γ < γ < γ = − α

Dann heißt das Intervall [ ]1 2ˆ ˆ;γ γ  eine Konfidenzschätzung oder Konfidenzintervall von γ  
zum Konfidenzniveau 1-α. 
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Sei eine normalverteilte Grundgesamtheit gegeben mit bekannter Varianz   2σ
 
Das Intervall  
 

1 2 1 2/ /x z ;x z
n n−α −α

∂ ∂ 
− + 

 
 

 
ist dann das  symmetrisches Konfidenzintervall für Erwartungswert µ zum Konfidenzniveau 
1-α. 
 
 
Sei eine normalverteilte Grundgesamtheit gegeben mit unbekannter Varianz  
 
Das Intervall  
 

1 2 1 2m; / m; /
s sx t ;x t
n n−α −α

 
− + 

 
 

 
ist dann das  symmetrisches Konfidenzintervall für Erwartungswert µ zum Konfidenzniveau 
1-α. 
 
3. Prüfen von Hypothesen (Tests) 
 
Mit Hilfe von Tests (Signifikanztests) werden Hypothesen über statistische Parameter 
überprüft. 
 
Aufbau von statistischen Tests 
 

(1) Aufstellen der Nullhypothese H0 und der Alternativhypothese H1  
(2) Festlegung des Signifikanzniveaus und Festlegung des Nichtablehnungsbereichs 
(3) Berechnung der Teststatistik 
(4) Bestimmung des Ablehnungsbereichs 
(5) Testentscheidung 

 
Signifikanztests für bestimmte Fragestellungen 
 
Test für µ bei normalverteilter Grundgesamtheit und bekannter Varianz 2σ  (Gauß-Test) 
 
Hypothesen Teststatistik Testentscheidung 

0 0

1 0

H :
H :

µ = µ

µ ≠ µ
 

 

x
z n∗

− µ
=

σ
 

0

1 2/

AblehnungvonH für :

z z∗
−α>
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Test für µ bei normalverteilter Grundgesamtheit und unekannter Varianz 
 
Hypothesen Teststatistik Testentscheidung 

0 0

1 0

H :
H :

µ = µ

µ ≠ µ
 

 

x
t n

s
∗

− µ
=  

0

11 2n , /

AblehnungvonH für :

t t∗
− −α>

 

 
 
Test für 2σ bei normalverteilter Grundgesamtheit  
 
Hypothesen Teststatistik Testentscheidung 

2 2
0 0

2 2
1 0

H :

H :

σ = σ

σ ≠ σ
 

 

2
2

2

1(n )s∗ −
χ =

σ
 0

2 2
11 2

2 2
1 2

n , /

n , /

AblehnungvonH für :

oder∗
− −α

∗
− α

χ > χ

χ < χ

 

 
 
 
Test für Vergleich zweier Varianzen bei unabhängigen Stichproben und normalverteilter 
Grundgesamtheit  
 
Hypothesen Teststatistik Testentscheidung 

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

H :

H :

σ = σ

σ ≠ σ
 

 

2
1

2
2

sF
s

∗ =  
1 2

0

1 11 2n ,n , /

AblehnungvonH für :

F F∗
− − −α>
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Tabelle der Standardnormalverteilung 
 
Beispiel: N (  0 1 0 1 2 36 0 99086, ,x) N ( , ) ,= =
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Tabelle der t-Verteilung (aus Wikibooks, der freien Wissensdatenbank) 

Quantile der t-Verteilung nach ausgewählten Wahrscheinlichkeiten p und 
Freiheitsgraden 

  Wahrscheinlichkeit p 
Freiheitsgrade 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995       

1   3,078   6,314 12,706 31,821 63,656       

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925       

3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841       

4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604       

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032       

6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707       

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499       

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355       

9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250       

10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169       

p → 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995       

11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106       

12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055       

13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012       

14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977       

15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947       

16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921       

17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898       

18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878       

19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861       

20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845       

p → 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995       

21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831       

22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819       

23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807       

24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797       

25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787       

26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779       

27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771       

28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763       

29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756       

30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750       

1000 1,282 1,646 1,962 2,330 2,581       
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